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双因素可转债定价的非参数方法(离散情形)
———基于新的鞅方法
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摘　要 :本文基于利率随机过程 ,通过非参数核估计法 ,建立了非参数利率期限结构动态模型来研究公司

的可转债定价问题 ;然后 ,利用公司股票的历史收益率 ,将 Canonical方法引入到可转债定价求解过程中 ,并

由最大化熵原理得到其 Canonical风险中性概率分布 ;最后 ,根据等价鞅测度定价原理得出可转债的价格。
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1　可转债定价背景与思路

可转债是一种介于股票和债券之间的金融产

品 ,已成为全球日益流行的金融工具。在我国 ,可转

债也已成为上市公司一种较新的常规再融资方式。

对于可转债定价理论 ,经过三十多年的发展研究 ,已

形成了结构法和简化法两种模型体系。结构法是通

过研究公司的资本结构 ,视公司价值为基本变量来

评估可转债的价值。Merton[1 ]最早提出这种方法 ,

他认为公司价值服从一个扩散过程 ,然后视公司债

券为基于公司价值的期权 ,这样基于公司债券的期

权就是基于公司价值的复合期权。不过结构法在实

际应用中存在困难 ,其主要原因是公司价值在市场

中不能直接交易和不可观测 ,这使得对公司价值等

参数的估计十分困难 ,而且得不到一致估计值。简

化法模型最先由 McConnell 和 Schwartz[2 ]提出 ,其

特征是可转债的定价以公司股票价格为基本变量。

这两种体系按其理论模型所含影响可转债价值因素

的数量不同 ,又分为单因素模型与多因素模型 ,其

中 ,双因素模型主要考虑利率与公司价值或者利率

与标的股票。

然而 ,目前许多模型方法存在一些自身的弱点。

一方面 ,对于利率因子 ,事先假定利率遵循某一具体

模型 ,对其概率分布形式进行了假设 ,但并没有理论

根据说明哪一个模型是最好的 ,模型最终还是要经

过数据检验。为避免这一不足 , Ait2Sahalia[3 ]、
J iang[4 ]、潘婉彬等[5 ]、宋永安和陆立强[6 ]提出了半

参数或非参数利率模型。另一方面 ,关于股票价格

波动率。波动率是现代期权定价模型中的一个重要

参数 ,然而它又是唯一一个不能直接在资本市场中

观察到的参数。为了避免波动率估计问题 , St utz2
er [ 7 - 9 ]提出了所谓 Canonical 期权定价方法。该方

法是一种不需要借助波动率以及任何期权数据的非

参数方法 ,它直接通过标的资产的历史收益数据 ,推

导出收益的风险中性概率 (Canonical概率)分布 ,再

用 Canonical概率计算期权价格 ,这种方法基于历

史实际数据 ,因此不受各种估计模型的约束。

本文将结合上述非参数定价方法 ,提出简化法

双因素 (股价和利率模型)可转债定价方法。本文结

构如下 :首先 ,由非参数核估计法建立非参数利率期

限结构动态模型 ;其次 ,利用公司股票的历史收益

率 ,给出 Canonical 中性概率 ;最后 ,根据鞅定价原

理计算可转债的价格。

2　非参数利率模型

传统的即期利率模型常常对漂移函数和扩散函

数进行具体参数形式的假设 ,经典的有 Vasicek 模

型[10 ]和 CIR模型[11 ]。本文使用宋永安和陆立强[6 ]

提出的更一般化的动态模型 ,即假设即期利率遵循

方程 (1)所示的一般模型。

dr =μ( r) dt +σ( r) dωt 。 (1)

在方程 (1)中 ,初始值 rt0 = r0 ,ωt是一维标准维

纳过程 ,函数μ( r) 和σ( r) 是该过程的瞬时均值和方

差 ,分别称为该扩散过程的漂移函数和扩散函数。

假设方程 (1)中这一过程是平稳的。

211　迁移概率密度函数及其估计

方程 (1)解的迁移概率密度函数是 Kolmogorov

后向方程与 Kolmogorov前向方程的唯一解。Kol2
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mogorov后向方程与 Kolmogorov前向方程分别如

方程 (2) 、方程 (3)所示。

1
2
σ2 ( y)

52 p ( rt = x | rτ = y)

5 y2 +μ( y)

5p( rt = x | rτ = y)
5y

= -
5p( rt = x | rτ = y)

5τ ; (2)

1
2

52 [σ2 ( x) p ( rt = x | rτ = y) ]
5 x2 -

5[μ( x) p( rt = x | rτ = y) ]
5x

= -
5p( rt = x | rτ = y)

5t
。

(3)

在方程 (2) 、(3)中 ,迁移概率密度 p ( rt = x | rτ

= y) 表示从时刻τ到时刻 t , rt 从 y 到 x 的概率。

由方程 (3)可解得概率密度函数 ,如式 (4)所示。

p ( r) =
C
σ2 ( r)

exp 2∫
r

r0

μ( s)
σ2 ( s)

ds 。 (4)

为使迁移概率密度函数估计量有更好的性

质[6 ] ,采用如式 (5)所示的高斯核来计算密度函数

p ( r) 的一致核估计量 ,得出如式 (6)所示。

K( x) =
1

2π
e - x2

2 , ( - ∞ < x < + ∞) 。 (5)

p̂ ( r) =

1
nh n ∑

n

i = 1
K(

rti
- r

h n
) + K(

- rti
- r

h n
) , r > 0

0 , 　其他

。 (6)

在其式 (6)中 , p″( r) 为 p ( r) 的二阶导数 , { rti
: i

= 1 ,2 , ⋯, n} 是在时间 [0 , T ]期间内的 n个等距样

本离散观察值 ,样本间隔Δn = T/ n , T > 0 , hn 是非

参数估计量的带宽 ,且为 SAS软件中的最优带宽 ,

如式 (7)所示。

hn = ( 1

2 nπ∫[ p″( r) ]2 dr
) -

1
5 。 (7)

212　μ( r) 和σ( r) 的非参数估计

由式 (5) 、式 (6)两式可得μ( r) 和σ( r) 的估计

量[6 ] ,分别如式 (8)和式 (9)所示。

μ̂( r) =
1
2

dσ̂2 ( r)
d r

+σ̂2 ( r)
p̂′( r)

p̂ ( r)
; (8)

σ̂2 ( r) =
∑
n- 1

i = 1
n K (

rti
- r

h n
) 2

∑
n

i = 1
T K (

rti
- r

h n
)

。 (9)

由式 (8)和式 (9) ,得到估计的利率模型 ,如式
(10)所示。

d r = μ̂( r) d t +σ̂( r) dωt。 (10)

式 (10)是可以证明的[6 ] :

1) σ̂2 ( r) 是σ2 ( r) 的点态一致估计 ,且σ̂2 ( r) 的

方差 V ar[σ̂2 ( r) ] =
σ̂4 ( r)

∑
n

i = 1

K(
rti

- r

h n
)

,其中 ,μ̂( r) 的

标准差可用 boot st rapping法 (自助法)求得。
2)从式 (8)和式 (9)中估计得到的μ( r) 和σ2 ( r)

使方程 (1)的扩散过程中只允许存在非负的利率。

3　Canonical 风险中性概率

311　等价鞅测度
本文假设定标的资产价格不服从任何过程 ,而
是通过观测到的数据来构建中性概率。因为标的资

产价格信息可以通过历史数据来反映 ,而不能依靠
事先既定的模型。

假设可转债的到期期限为 T (不必以年为单
位) ,现在时间为 0 时刻 ;公司股票现价为 S0 ,股票
收益之间是独立的。为了以下说明方便 ,不妨将问
题离散化 ,在离散时点 t红利为 D ( t) ; r( t) 表示时点
t到下一刻的利率 ;π表示股票收益率实际概率 ,π3

则表示其等价概率测度 , dπ3

dπ
为 Radon2Nykodym

导数 ; S ( T) 表示在时点 T 的股票价格。则可根据
St utzer [7 ]提出的方法 ,构建式 (10) 。

S0 =

Eπ3
S ( T) + D ( T) + ∑

T- 1

t = 1

[ D ( t) Π
T- 1

s = t
(1 + r( s) ) ]

Π
T

s = 1
(1 + r( s) )

=

Eπ
S ( T) + D( T) + ∑

T- 1

t =1
[ D( t) Π

T- 1

s = t
(1 + r(s) ) ]

Π
T

s =1
(1 + r(s) )

dπ3

dπ
。

(10)

312　Canonical中性概率

考虑不带红利情况即 D ( t) = 0 ( Π t) ,通过市

场观察到的 n个 T - 期股票收益率 R i ( =
S t i + T

S ti

, i =

1 ,2 , ⋯, n) ,由式 (10)计算可得式 (11) 。

1 = ∑
n

i = 1

π3
i

R i

ΠT
s = 1 (1 + r( s) )

。 (11)

根据最大化熵原理[7 - 9 ,12 - 14 ] ,可得到中性概率 ,

如式 (12)所示。在求解中性概率过程中 ,要用到“真

实概率分布πi =
1
n
”,这是由于假设“股票收益率

R i 之间是独立的”,事实上市场中确实没有任何理
由说明当 i ≠ j时πi ≠πj 。

π3
i =

exp γ3 R i

ΠT
s = 1 (1 + r( s) )

∑
n

i = 1
exp γ3 R i

ΠT
s = 1 (1 + r( s) )

。 (12)
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在式 (12)中 ,γ3 为 Lagrange乘子 ,如式 (13)所

示。

γ3 = arg min
γ ∑

n

i =1exp γ
Ri

ΠT
s =1 (1 + r(s) )

- 1 。

(13)

式 (12)中的πi
3 提供了一种概率分布 ,在此将

它称为 Canonical风险中性概率。

4　可转债定价

411　可转债价值分析

记 CT 表示可转债到期时刻 T 的价值 : F表示

可转债面值 , Pb = F·eiT 代表票面利率为 i 的纯债

券价值 , Cc 为转换价格。

在债券到期日 ,如果股价 S T 小于转换价格 Cc ,

那么转换后股票价值 F
Cc

S T 小于可转换债券当前面

值 F ,债券持有人将放弃转换权 ,发行公司还本付

息 ,可转换债券价值为纯粹债券价值 ;如果股价 S T

大于转换价格 Cc ,但转换后股票价值 F
Cc

S T 小于可

转换债券当前纯债券价值 Pb ,那么持有人也会放

弃转换权 ,可转换债券价值仍然为纯债券价值 ;如果

转换后股票价值 F
Cc

S T 大于可转换债券当前纯债券

价值 Pb ,则持有人将执行转换权 ,发行公司收回债

券 ,并发放股票 ,可转换债券价值为转换后股票价

值。即到期时该转债的现金流如式 (14)所示。

CT =

Pb S T < Cc

Pb Cc ≤S T ≤
Pb ·Cc

F

F·S T

Cc
S T >

Pb ·Cc

F

。 (14)

412　可转债价格

使用 Canonical风险中性概率π3 以及式 (14) ,

通过期望算子 Eπ3 [·]计算到期期限为 T的可转债

价格 ,如式 (15)所示。

C0 = Eπ3 [ CT ] = Eπ3
max ( Pb ,

F
Cc

S T )

ΠT
s = 1 (1 + r( s) )

=

∑
n

i = 1

π3
i

max[ Pb ,
F

Cc
·( R i ·S0 ) ]

ΠT
s = 1 (1 + r( s) )

。 (15)

由于 r( s) 表示在[ s , s +Δt ]区间 (在此Δt = 1

单位时间)的利率 ,在第 2节“非参数利率模型”中处

理计算利率问题时 ,可以将估计出来的利率模型 (9)

做离散处理 ,离散的单位时间间隔为Δt ;或者在模

型 (9)中 ,采用模拟技术得到 r( s) 。

5　结论与下一步研究

本文所考虑的可转债基于随机利率与公司股票

双因素 ,定价所采用的方法为非参数方法 ,依靠实际

可观测的数据进行分析 ,而没有采用事先假定的某

一模型框架 ,这样可通过实际数据来反映金融市场

的信息。使用的非参数方法主要体现在两个方面 :

一是随机利率动态模型的非参数估计 ,事先假设利

率不遵循任何具体模型 ,而是依靠数据进行分析 ;另

外一点体现在 ,不藉以股票价格运动过程 ,避免“波

动率估计”问题 ,而是直接通过历史股票价格数据
(收益率)得到 Canonical 中性概率测度。结合这两

点“非参数”方法 ,最后对可转债进行了等价鞅测度

定价。

下一步研究包括以下三方面的问题 :

1)本文只是提出了定价方法 ,但还未对可转债

进行实证检验 ,这是下一步要研究的主要内容 ;

2)本文给出的离散形式的可转债定价公式 ,实

际上也可以推广到连续情况 ,但需要结合 Monte

Carlo 模拟进行计算 ,模拟出股票收益率 R i ,这也是

下一步要研究的内容 ;

3)为使可转债 Canonical 定价结果更准确 ,可

以采用有约束条件的 Canonical方法[7 ]进行分析。
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公平的作用 ;第三 ,对征收碳税能够降低经济规模的

地区 ,可适当减免企业所得税、投资税等其他税 ,以

维持政府的财政收入不变。
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Analysis on Effects of Carbon Taxation on Economic Development ,
Energy Consumption and Income Distribution

Zhang Mingwen ,Zhang Jinliang , Tan Zhongf u ,Wang Donghai
( Institute of Elect ric Power Economics ,Nort h China Elect ric Power University ,Beijing 102206 ,China)

Abstract : This paper const ruct s t he economet ric model t hrough using t he panel data about during 199522005 ,and studies t he effect s of carbon

taxation on economic growt h ,energy consumption and income dist ribution of 28 provinces ,municipalities and autonomous regions in China1 The

result s show t hat t he carbon taxation improves economic scales of most of areas ,and rest rains t he energy consumption of eastern region ,but ex2
pands t he income dist ribution gap between capital owners and labor owners ,which shows t hat China should impose carbon taxation wit h differ2
ent tax rate for different regions to realize energy2saving and emission2reduction under t he premise of maintaining economic growt h and social eq2
uity at present1
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